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Ðûáàêîâ Àëåêñàíäð Áîðèñîâè÷
Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ó÷èòåëü 

ôèçèêè ãèìíàçèè ¹144, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã.

Êèíåìàòèêà ïàäàþùåé  
ëåñòíèöû 

Â ñòàòüå àíàëèçèðóåòñÿ îäèí òèï ñëîæíîãî äâèæåíèÿ òâ¸ðäîãî òå-

ëà − äâèæåíèå ïàäàþùåé ëåñòíèöû. Öåëü ñòàòüè − ðàñøèðèòü «ðåïåð-
òóàð» ó÷èòåëÿ (è ó÷åíèêà), äàòü ó÷èòåëþ äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë 
äëÿ ïðîôèëüíîãî êóðñà (èëè ôàêóëüòàòèâà). Ïîýòîìó îñîáîå âíèìàíèå 
óäåëåíî òîìó «èíñòðóìåíòàðèþ», òåì ïðè¸ìàì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ 
ïðè àíàëèçå äâèæåíèÿ. 

Â øêîëüíîì êóðñå êèíåìàòèêè 
ïðåèìóùåñòâåííî ðàññìàòðèâàþòñÿ 
çàäà÷è î äâèæåíèè òî÷êè. ×òî æå êà-
ñàåòñÿ äâèæåíèé òâ¸ðäîãî òåëà, òî 
ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü äâà ïðîñòûõ 
÷àñòíûõ ñëó÷àÿ: ïîñòóïàòåëüíîå è 
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèÿ.  

Äâèæåíèå òâ¸ðäîãî òåëà, íå ÿâ-
ëÿþùååñÿ â «íåïîäâèæíîé» ñèñòåìå 
îòñ÷¸òà íè ïîñòóïàòåëüíûì, íè âðà-
ùàòåëüíûì, áóäåì íàçûâàòü ñëîæ-

íûì. Ëèøü îäèí ñëó÷àé òàêîãî äâè-
æåíèÿ èíîãäà ðàññìàòðèâàþò â 

øêîëüíîì êóðñå − êà÷åíèå êîëåñà ïî 
ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Çäåñü 
ìû õîòèì ðàññìîòðåòü åù¸ îäèí ñëó-
÷àé ñëîæíîãî äâèæåíèÿ òâ¸ðäîãî òåëà, 

êîòîðûé, êàê îêàçàëîñü, ìîæíî ïðî-
àíàëèçèðîâàòü âïîëíå ýëåìåíòàðíî. Â 
÷àñòíîñòè, áóäóò îïèñàíû òàêèå ïðè¸-
ìû àíàëèçà äâèæåíèÿ, êàê ââåäåíèå 
ìãíîâåííîãî öåíòðà âðàùåíèÿ è 
ïåðåõîä â ñèñòåìó îòñ÷¸òà, ãäå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå äâèæåíèå îêàçûâàåò-
ñÿ ïðîñòûì. Ìû õîòèì èìåòü âîç-
ìîæíîñòü, çíàÿ äâèæåíèå êàêîé-òî 
òî÷êè òåëà, îïðåäåëÿòü òðàåêòîðèè, 
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ âñåõ åãî òî÷åê. 
Íàïîìíèì, ÷òî òðàåêòîðèè òî÷åê 
êàòÿùåãîñÿ êîëåñà îêàçûâàþòñÿ 
âåñüìà ñëîæíûìè (öèêëîèäû!), à 
ðàñ÷¸ò ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé (åñëè 
âîñïîëüçîâàòüñÿ óêàçàííûìè ïðè¸-

ìàìè) − î÷åíü ïðîñòûì.  

«Îé, ëåñòíèöà ïàäàåò!» 

Ìû áóäåì âåñòè ðå÷ü î äâèæåíèè 
òâ¸ðäîãî ñòåðæíÿ, ñâîèìè êîíöàìè 
ñêîëüçÿùåãî ïî âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûì íàïðàâëÿþùèì. Åñëè ïîëüçî-
âàòüñÿ æèòåéñêèìè àññîöèàöèÿìè, òî 

ìîæíî ãîâîðèòü î «ïàäåíèè» ëåñòíèöû. 
Èñïîëüçóÿ ëåñòíèöó â áûòó, ìû îáû÷-
íî ïðèñëîíÿåì å¸ ê ñòåíêå òàê, ÷òîáû 
òðåíèå î ïîë (è î ñòåíó) óäåðæèâàëî 
å¸ îò ïàäåíèÿ. Åñëè æå òðåíèå íåäîñ-
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òàòî÷íî âåëèêî, òî ëåñòíèöà áóäåò 
«ïàäàòü», ò. å. ñêîëüçèòü ñâîèìè êîí-
öàìè ïî ñòåíå è ïî ïîëó. Èìåííî òàêîå 
äâèæåíèå ìû è áóäåì íèæå ðàññìàò-
ðèâàòü. Ðåàëüíàÿ ëåñòíèöà ïðè áîëü-
øèõ ñêîðîñòÿõ ñêîëüæåíèÿ ïî ïîëó 
ìîæåò îòîðâàòüñÿ îò ñòåíû. Ìû íèæå 
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòà ñêîðîñòü íå 
ñëèøêîì âåëèêà, òàê ÷òî îòðûâà îò 
ñòåíû íå ïðîèñõîäèò. 

Ïîñòàâèì ñàìûå íàïðàøèâàþùèå-
ñÿ âîïðîñû î ïàðàìåòðàõ äâèæåíèÿ 
ðàçíûõ òî÷åê ëåñòíèöû è îòâåòèì íà 
íèõ. Ïîä÷åðêí¸ì, ÷òî ðå÷ü èä¸ò î êè-
íåìàòèêå, òàê ÷òî ñèëû, äåéñòâóþùèå 
íà ëåñòíèöó, íàñ çäåñü íå èíòåðåñóþò. 

Äîãîâîðèìñÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ, êî-
òîðûå ìû áóäåì íèæå èñïîëüçîâàòü. 
Äëèíó ëåñòíèöû îáîçíà÷èì L. Áóäåì 
îòñ÷èòûâàòü êîîðäèíàòû ðàçíûõ òî÷åê 
ëåñòíèöû x è y âäîëü ïîëà è ñòåíêè 
ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 1). Êîíöû ëåñòíè-

öû − À è Â, à èõ êîîðäèíàòû − Õ è Y
ñîîòâåòñòâåííî. Óãîë íàêëîíà ëåñòíè-

öû ê ïîëó îáîçíà÷èì  ϕ.
Íà÷í¸ì ñ ïðîñòîé çàäà÷è íà ðàñ÷¸ò 

òðàåêòîðèé, ïî êîòîðûì äâèæóòñÿ 
òî÷êè ëåñòíèöû.  

Çàäà÷à 1. Êîò¸íîê ñèäèò íà ñòó-
ïåíüêå ëåñòíèöû â òî÷êå Ñ, îòñòîÿùåé 
îò íèæíåãî êîíöà ëåñòíèöû íà ðàñ-

ñòîÿíèå à. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè îí 
äâèæåòñÿ ïðè ïàäåíèè ëåñòíèöû? 

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå 
îò êîò¸íêà äî âåðõíåãî êîíöà ëåñò-

íèöû b = L − a  (ðèñ. 1). Ëåãêî âèäåòü, 
÷òî êîîðäèíàòû êîò¸íêà: 

cos ,x b ϕ=                  (1) 

sin .y a ϕ=                  (1')  

А

В

у

а

b

0

x

С

x

у

!

!

Ðèñ. 1 

Âîçâåäÿ ýòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò è 
ñëîæèâ èõ ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì: 

             
2 2

2 2
1.

x y

b a
+ =                (2) 

Êðèâóþ, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì (2), 
â øêîëüíîì êóðñå îáû÷íî íå ðàññìàò-
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ðèâàþò. Íà íåñêîëüêî íàèâíîì ÿçûêå 
ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî ýòî óðàâ-
íåíèå îêðóæíîñòè, ðàñòÿíóòîé (èëè 
ñæàòîé) âäîëü îäíîé èç îñåé.  

Íà ñòðîãîì æå ÿçûêå, (2) − ýòî 
óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ îñÿìè  2à è 2b.
Òðàåêòîðèÿ êîò¸íêà îò ñòåíêè äî ïîëà 
ïîêàçàíà íà ðèñ. 2. Òàê ÷òî ìû íåîæè-
äàííî äëÿ ñåáÿ îáîñíîâàëè ïðîñòåé-
øèé ñïîñîá ðèñîâàíèÿ ýëëèïñà ñ çà-
äàííûìè îñÿìè. Ïîòîìó-òî ðàññìàòðè-
âàåìóþ íàìè ñèñòåìó èíîãäà íàçûâà-
þò ýëëèïñîãðàôîì. 

a

b x

y

0

Ðèñ. 2 

Òåïåðü, êîíå÷íî, õîòåëîñü áû ðàñ-
ñ÷èòàòü ïóòü êîò¸íêà. Óâû, äëèíà äóãè 
ýëëèïñà ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè 
íå âûðàæàåòñÿ. 

Åñëè ó÷èòåëü ñî÷ò¸ò, ÷òî óðàâíå-
íèå ýëëèïñà ðàññìàòðèâàòü â øêîëü-
íîì êóðñå íå ñòîèò, òî ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà êîò¸íîê ñèäèò 
íà ñåðåäèíå ëåñòíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå 
óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä 

         
2

2 2
.

2

L
x y

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

            (3)  

Ó÷åíèêè äîëæíû çíàòü, ÷òî (3) −
ýòî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 
L/2.  Òàê ÷òî êîò¸íîê, ñèäÿùèé íà ñå-
ðåäèíå ëåñòíèöû, ïðîåäåò îò ñòåíêè äî 
ïîëà ïóòü π /4.L

Äâèíåìñÿ äàëüøå.  
Çàäà÷à 2. Èçâåñòíû ñêîðîñòü v0, ñ 

êîòîðîé íèæíèé êîíåö ëåñòíèöû 
ñêîëüçèò ïî ïîëó, è óãîë íàêëîíà ëå-

ñòíèöû ê ïîëó ϕ. Íàéòè âåëè÷èíó ñêî-
ðîñòè âåðõíåãî êîíöà ëåñòíèöû vB â
ýòîò ìîìåíò. 

Ýòà çàäà÷à ïîñëóæèò íàì ïîëèãî-
íîì, íà êîòîðîì ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì 

ðàçíûå ïðè¸ìû àíàëèçà äâèæåíèÿ 
òâ¸ðäîãî òåëà.  

Åñëè ó÷àùèåñÿ óæå âëàäåþò ïîíÿ-
òèåì ïðîèçâîäíîé, èì íàâåðíÿêà áóäåò 
èíòåðåñíî îçíàêîìèòüñÿ ñî ñëåäóþ-
ùèì  ïðîñòûì, «ïðÿìûì» ñïîñîáîì 
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. 

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ïî òåîðåìå 
Ïèôàãîðà äëÿ êîîðäèíàò  X è  Y 

êîíöîâ ëåñòíèöû èìååì: 

     
2 2 2

.X Y L+ =               (4)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñò-
âî ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì: 

0.X X Y Y⋅ + ⋅ =
! !  (5) 

Çäåñü ìû ïðîèçâîäíûå ïî âðåìå-
íè îáîçíà÷àåì òî÷êîé íàä îáîçíà÷å-
íèåì ôóíêöèè, êàê ýòî ïðèíÿòî â 

ôèçèêå.  ßñíî, ÷òî X!  è Y! − ýòî 
ïðîåêöèè ñêîðîñòåé êîíöîâ ëåñòíè-
öû íà ñîîòâåòñòâóþùèå îñè êîîðäè-

íàò, ò. å. 0, .Ax ByX v v Y v= = =

! !  Ïî-

ýòîìó èç (5) ïîëó÷àåì: 

0
0 ,By

vX
v v

Y ϕ

= − = −

tg
 ò. å. 

0
0 .B

vX
v v

Y ϕ

= =

tg
              (6) 

Äðóãèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ýòîé 
çàäà÷è (íå èñïîëüçóþùèå ïîíÿòèå 
ïðîèçâîäíîé) ìû ðàññìîòðèì íèæå. 

Çàäàâøèñü êàêîé-íèáóäü çàâè-
ñèìîñòüþ v0(t), ìîæíî íàéòè óñêîðå-

íèå òî÷êè Â − ïðîñòî âçÿâ ïðîèç-
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âîäíóþ ïî âðåìåíè îò (6). Âïðî÷åì, 
ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðîùå íàéòè 
óñêîðåíèå, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ñî-
îòíîøåíèå (5) ïî âðåìåíè. 

Çàäà÷à 3. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñêîðîñòü v0
íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, íàéòè óñêî-
ðåíèå òî÷êè Â â òîò ìîìåíò, êîãäà ëå-

ñòíèöà ñîñòàâëÿåò ñ ïîëîì óãîë ϕ.
Ýòî ïðîñòîå ìàòåìàòè÷åñêîå óï-

ðàæíåíèå. Ïðèâåä¸ì ñðàçó îòâåò: 

   
2
0

3
.

sin
By By

v
a v

L ϕ

= = −!          (7)  

Âûêëàäêè ïðèâåäåíû â êîíöå ñòàòüè. 

Òåîðåìà î ïðîåêöèÿõ ñêîðîñòåé 

Ïóñòü òâ¸ðäîå òåëî äâèæåòñÿ ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì. Âûäåëèì â òåëå 
äâå ëþáûå òî÷êè è ïðÿìóþ, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç íèõ (ðèñ. 3). Ñêîðîñòè òî÷åê 

1v
!

 è 2 .v
!

 Ïðîåêöèè ñêîðîñòåé íà ýòó 

ïðÿìóþ áóäåì ïîìå÷àòü èíäåêñîì s.

s1
v

2
v

Ðèñ. 3 

 Çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t
ïåðâàÿ òî÷êà ñìåñòèòñÿ âäîëü ýòîé 

ïðÿìîé íà 1 ,

s
v t∆  à âòîðàÿ − íà 2 .

s
v t∆

Íî â òâ¸ðäîì òåëå ðàññòîÿíèå ìåæäó 

äâóìÿ òî÷êàìè íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ, 
ñëåäîâàòåëüíî:  

             1 2 .

s s
v v=                   (8) 

Èòàê, ïðè ëþáîì äâèæåíèè òâ¸ð-
äîãî òåëà ïðîåêöèè ñêîðîñòåé äâóõ 
òî÷åê òåëà íà ñîåäèíÿþùóþ èõ ïðÿ-
ìóþ äîëæíû áûòü ðàâíû. Ýòî óòâåð-
æäåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü ïîëåç-
íûì ïðè ðåøåíèè ðàçíûõ çàäà÷. Ïî-
êàæåì ýòî íà ïðèìåðå çàäà÷è 2. 

Ðåøåíèå çàäà÷è 2.  Ñïðîåêòèðó-
åì ñêîðîñòè êîíöîâ ëåñòíèöû íà íà-
ïðàâëåíèå ëåñòíèöû è âîñïîëüçóåìñÿ 
ñôîðìóëèðîâàííûì òîëüêî ÷òî óòâåð-
æäåíèåì,  ïîëó÷èì:  

cos cos .
2

A Bv v
π

ϕ ϕ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

        (9) 

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò óæå èçâåñò-
íîå íàì ñîîòíîøåíèå (6).    

Ìãíîâåííûé öåíòð âðàùåíèÿ è âñÿêîå òàêîå 

Èòàê, ìû çàäà¸ìñÿ çíà÷åíèåì 
ñêîðîñòè íèæíåãî êîíöà ëåñòíèöû 
v0 è õîòèì íàéòè ñêîðîñòè äðóãèõ 

òî÷åê. Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðå-
øåíèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷. 

Îäèí èçâåñòíûé ïðè¸ì îïèðà-
åòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ 
ìãíîâåííîãî öåíòðà âðàùåíèÿ 
(ÌÖÂ). Ñ ýòèì ïîíÿòèåì ó÷àùèõñÿ 
îáû÷íî çíàêîìÿò ïðè àíàëèçå êà-
÷åíèÿ êîëåñà ïî ïëîñêîñòè. Åñëè 
êîëåñî êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâà-
íèÿ, òî íèæíÿÿ òî÷êà êîëåñà íå-
ïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî çåìëè, ò. å. 
ÿâëÿåòñÿ ÌÖÂ. Â ýòîò ìîìåíò 
âðåìåíè ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê ðàñ-
ïðåäåëåíû òàê, êàê åñëè áû êîëå-
ñî âðàùàëîñü âîêðóã ýòîé òî÷êè,  
ò. å. âåêòîðû ñêîðîñòåé âñåõ òî÷åê 

ïåðïåíäèêóëÿðíû ðàäèóñ-âåêòîðó, 
ïðîâåä¸ííîìó èç ÌÖÂ â ðàññìàò-
ðèâàåìóþ òî÷êó, à âåëè÷èíû ñêî-
ðîñòåé ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíå 
ýòîãî ðàäèóñ-âåêòîðà.  

Åñëè òåëî äâèæåòñÿ íåïîñòóïà-
òåëüíî, òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè 
ñóùåñòâóåò ÌÖÂ.  

Êàê åãî íàéòè? 
ßñíî, ÷òî ÌÖÂ ëåæèò íà ïåð-

ïåíäèêóëÿðå ê âåêòîðó ñêîðîñòè 
ëþáîé òî÷êè òåëà. Òàê ÷òî, åñëè ìû 
çíàåì íàïðàâëåíèå ñêîðîñòåé êà-
êèõ-íèáóäü äâóõ òî÷åê òåëà, òî, 
âîññòàíîâèâ ïåðïåíäèêóëÿðû ê 
ýòèì âåêòîðàì è íàéäÿ òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ, ìû è íàõîäèì ÌÖÂ. Ïðè 
ýòîì, êîíå÷íî, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî 
ÌÖÂ ëåæèò âíå òåëà. 
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Вv
!

0
v
!

D

0
А

В

x

у

Ðèñ. 4 

Äëÿ ïàäàþùåé ëåñòíèöû ýòî ïî-
ñòðîåíèå ïðèâîäèò ê òî÷êå D (ðèñ. 4). 

Ñíîâà âåðí¸ìñÿ ê çàäà÷å 2. Ïîêà-
æåì, êàê ëåãêî îíà ðåøàåòñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ÌÖÂ. 

Ðåøåíèå çàäà÷è 2.  Òî÷êà Â îò-
ñòîèò îò ÌÖÂ íà ðàññòîÿíèå 

cos ,X ϕ=  à òî÷êà À − íà ðàññòîÿíèå 

sin .Y L ϕ=  Ñêîðîñòè ðàçíûõ òî÷åê 

òåëà, êàê óæå ñêàçàíî, ïðîïîðöèî-
íàëüíû ðàññòîÿíèÿì äî ÌÖÂ. Îòêóäà 
ñðàçó ñëåäóåò ôîðìóëà (6). 

Òàê æå ëåãêî íàéòè ñêîðîñòü ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè ëåñòíèöû.  

Çàäà÷à 4. Èçâåñòíû ñêîðîñòü v0, ñ 

êîòîðîé íèæíèé êîíåö ëåñòíèöû 
ñêîëüçèò ïî ïîëó, è óãîë íàêëîíà ëå-

ñòíèöû ê ïîëó ϕ. Íàéòè âåëè÷èíó ñêî-
ðîñòè òî÷êè Ñ, îòñòîÿùåé îò íèæíåãî 
êîíöà ëåñòíèöû íà ðàññòîÿíèå à.

В

Cv
!

у

а

b

0
x

С

x

у

D

А

"

" !

Ðèñ. 5 

Ðåøåíèå. Âñïîìíèì, ÷òî ñêîðîñòü 
òî÷êè ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò 
ýòîé òî÷êè äî ÌÖÂ. Íàéä¸ì äëèíó 
îòðåçêà ÑD. Åãî õ-ïðîåêöèÿ ðàâíà 
cos ,a ϕ  à ó-ïðîåêöèÿ ðàâíà sin .b ϕ                 

Ïîýòîìó äëÿ ñêîðîñòè òî÷êè Ñ èìååì: 

2 2 2 2
0

0 2

2
20

2

cos sin

sin

.

C

a bvCD
v v

AD L

v a
b

L

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

+

= = =

= +

tg

(10)

Íàéä¸ì óãîë β, êîòîðûé âåêòîð 
ñêîðîñòè òî÷êè Ñ ñîñòàâëÿåò ñ âåðòè-
êàëüþ. Ýòîò âåêòîð äîëæåí áûòü ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí îòðåçêó ÑD. Ïîëüçóÿñü 
ðàâåíñòâîì îòìå÷åííûõ íà ðèñ. 5 óãëîâ 
(îíè ðàâíû êàê óãëû ñ âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè), ëåãêî 
ïîëó÷èòü, ÷òî   

           .

b

a
β ϕ=tg tg                (11) 

Çàäà÷à 5. Èçâåñòíû ñêîðîñòü v0, ñ 

êîòîðîé íèæíèé êîíåö ëåñòíèöû 
ñêîëüçèò ïî ïîëó, è óãîë íàêëîíà ëå-

ñòíèöû ê ïîëó ϕ. Íàéòè óãëîâóþ ñêî-

ðîñòü âðàùåíèÿ ëåñòíèöû ω.
Ðåøåíèå. Íà ìàëîì ïðîìåæóòêå 

âðåìåíè äâèæåíèå ëåñòíèöû − ýòî 
âðàùåíèå âîêðóã ÌÖÂ. Îá óãëîâîé 
ñêîðîñòè ýòîãî âðàùåíèÿ è èä¸ò ðå÷ü. 

Ðåøåíèå î÷åâèäíî: ïîñêîëüêó vA = ωY,
òî

             0
.

sin

v

L
ω

ϕ

=                (12)    

Çàäà÷à 6. Èçâåñòíû ñêîðîñòü v0, ñ 

êîòîðîé íèæíèé êîíåö ëåñòíèöû 
ñêîëüçèò ïî ïîëó, è óãîë íàêëîíà ëå-

ñòíèöû ê ïîëó ϕ. Íàéòè ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ ÌÖÂ ëåñòíèöû. 

Çäåñü íàäî ñíà÷àëà îáúÿñíèòü, ÷òî 
îáû÷íî ïîíèìàþò ïîä ñêîðîñòüþ äâè-
æåíèÿ ÌÖÂ. Ñêîðîñòü òîé òî÷êè òâ¸ð-
äîãî òåëà, êîòîðàÿ â äàííûé ìîìåíò 
âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ÌÖÂ, ðàâíà íóëþ, 
íî ïî èñòå÷åíèè ìàëîãî ïðîìåæóòêà 

âðåìåíè ∆t óæå äðóãàÿ òî÷êà, îòñòîÿ-
ùàÿ îò ïåðâîé íà ∆l, áóäåò ÿâëÿòüñÿ 
ÌÖÂ. Âåëè÷èíó  

                 
l

W
t

∆

=

∆

                  (13)    

è íàçûâàþò ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ 
ÌÖÂ. 
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàòÿùåãîñÿ êî-
ëåñà ñêîðîñòü ÌÖÂ ñîâïàäàåò ñî ñêî-
ðîñòüþ îñè êîëåñà. 

Ðåøåíèå.  Åñëè îáðàòèòüñÿ ñíîâà ê 
ðèñ. 5, òî ñðàçó ÿñíî, ÷òî ñêîðîñòü 
ÌÖÂ (òî÷êè D) â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì

ñêîðîñòü öåíòðà ëåñòíèöû. Ïîäñòàâëÿÿ 
â ôîðìóëó (10) /2a b L= =  è ó÷èòûâàÿ 

W=2vC, ïîëó÷àåì: 

                0
.

sin

v
W

ϕ

=                (14) 

Â äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¸òà 

Ñîâñåì êðàòêî ñêàæåì åù¸ îá îä-
íîì ñïîñîáå àíàëèçà äâèæåíèÿ òâ¸ðäî-
ãî òåëà. 

Ó÷àùèìñÿ çíàêîì ýòîò ñïîñîá ðàñ-

ñóæäåíèé − ïåðåõîä â ñèñòåìó îòñ÷¸òà 
(ÑÎ), â êîòîðîé äâèæåíèå âûãëÿäèò 
ïðîùå. Â çàäà÷å î ïàäåíèè ëåñòíèöû 
óäîáíî ïåðåéòè â ÑÎ, êîòîðàÿ äâèæåò-
ñÿ âäîëü ïîëà ñî ñêîðîñòüþ v0. Áóäåì 

íàçûâàòü ýòó ÑÎ «ñêîëüçÿùåé». Â íåé 
íèæíèé êîíåö ëåñòíèöû À íåïîäâè-
æåí, à ëåñòíèöà âðàùàåòñÿ âîêðóã 
òî÷êè À. Áóäåì ïîìå÷àòü ñêîðîñòè òî-
÷åê â «ñêîëüçÿùåé» ÑÎ øòðèõîì. ßñ-
íî, ÷òî â ýòîé ÑÎ ñòåíêà äâèæåòñÿ ñî 

ñêîðîñòüþ 0v v′ = −

! !

cт . Òîãäà íåñëîæíî 

íàéòè è ñêîðîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 

ëåñòíèöû − âåêòîð ñêîðîñòè ëþáîé 
òî÷êè ïåðïåíäèêóëÿðåí ëåñòíèöå (ò. å. 

ñîñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë ϕ), à åãî 
âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿ-
íèþ äî îñè âðàùåíèÿ (ðèñ. 6). Ïîòîì,

êîíå÷íî, íàäî áóäåò âåðíóòüñÿ â «íå-
ïîäâèæíóþ» ÑÎ  ïî ôîðìóëå ñëîæå-

íèÿ ñêîðîñòåé: 0 .v v v′= +

! ! !

 Î÷åâèäíî, 

âïðî÷åì, ÷òî âåðòèêàëüíûå êîìïîíåí-
òû ñêîðîñòåé â ýòèõ äâóõ ñèñòåìàõ 
îòñ÷¸òà ñîâïàäàþò. 

С
v#

!

B
v#

!

А

В

С

x

у

!

!

0

Ðèñ. 6 

Î÷åíü ñîâåòóþ ÷èòàòåëþ ïîëó÷èòü 
ôîðìóëû (10) è (11), ïîëüçóÿñü ýòèì 
ñïîñîáîì. 

È, êîíå÷íî, ðåøèòü çàäà÷ó 2 ýòèì 
(óæå ÷åòâ¸ðòûì!) ñïîñîáîì.                 

Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè ïàäå-
íèå ëåñòíèöû âäîëü âåðòèêàëüíîé ñòå-
íû. Íî, êîíå÷íî, ïðîäåìîíñòðèðîâàí-
íûå íàìè ïðè¸ìû àíàëèçà äâèæåíèÿ 
áóäóò ðàáîòàòü è â áëèçêèõ ñþæåòàõ, 
â ïîõîæèõ çàäà÷àõ. Íàïðèìåð, â çàäà-
÷àõ î ñêîëüæåíèè ëåñòíèöû âäîëü íà-
êëîííîé ñòåíêè. Èëè î ñêîëüæåíèè 
ëåñòíèöû, îïèðàþùåéñÿ íà êàêîé-òî 
âûñòóï. 

Çàäà÷à 7. Ëåñòíèöà ñêîëüçèò, îïè-
ðàÿñü íà âûñòóï (ðèñ. 7). Èçâåñòíà ñêî-
ðîñòü íèæíåãî êîíöà ëåñòíèöû v0 è 

óãîë íàêëîíà ëåñòíèöû ϕ. Íàéòè ñêî-
ðîñòü v, ñ êîòîðîé ëåñòíèöà ñêîëüçèò 
ïî âåðõíåé òî÷êå âûñòóïà. 

Ðåøåíèå. ×òî çíà÷èò, ÷òî «ëåñòíè-
öà ñêîëüçèò ïî âûñòóïó»? Ýòî çíà÷èò, 

÷òî ó âåêòîðà ñêîðîñòè òîé òî÷êè ëå-
ñòíèöû, êîòîðàÿ â äàííûé ìîìåíò ñî-
ïðèêàñàåòñÿ ñ âûñòóïîì, íåò íîðìàëü-
íîé (ê ëåñòíèöå) ñîñòàâëÿþùåé. Òîãäà, 
ïðèìåíÿÿ (8), èìååì:  

0cos .v v ϕ=                 (14) 

v
!

0v
!

А

!

Ðèñ. 7 
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v

φv0

Ðèñ. 8 

×èòàòåëü, ÿ äóìàþ, óâèäèò ïîë-
íóþ àíàëîãèþ ìåæäó ýòîé çàäà÷åé è 
èçâåñòíîé øêîëüíîé çàäà÷åé î ïîä-
òÿãèâàíèè ëîäêè ê áåðåãó ïðè ïî-
ìîùè âåð¸âêè (ðèñ. 8). Âåð¸âêà, 
êîíå÷íî, íå òâ¸ðäîå òåëî, íî îíà 
íåðàñòÿæèìà, à ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè âå-
ð¸âêè îñòà¸òñÿ íåèçìåííûì. À òîëü-
êî ýòî è íóæíî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè 
ôîðìóëû (8). 

×èòàòåëü ìîæåò ïðîâåðèòü, êàê 
óñâîåí ìàòåðèàë ñòàòüè, íà ñëå-
äóþùåé ïðîñòîé çàäà÷å. Å¸ ðåøåíèå 
îñíîâûâàåòñÿ òîëüêî íà ïðè¸ìàõ, 
îïèñàííûõ âûøå (è ýëåìåíòàðíîé 
ãåîìåòðèè). 

Çàäà÷à 8. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 7 
íàéòè óãëîâóþ ñêîðîñòü ëåñòíèöû.  

Ðåøåíèÿ è îòâåòû 

Ê çàäà÷å 3.  ó-ïðîåêöèþ óñêîðåíèÿ 
âåðõíåãî êîíöà ëåñòíèöû (òî÷êè Â)
íàéä¸ì, äèôôåðåíöèðóÿ (6) ïî âðåìåíè: 

( )0

2 2
0

0 2 2

2 22
0 0

2 3
.

sin

Ây By
X

a v v
Y

vXY XY X
v Y

YY Y

v vL

YY L ϕ

′

= = − =

⎛ ⎞−
=− =− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − = −

!

! !

Ê çàäà÷å 8. Óæå èçâåñòíûì íàì 
ñïîñîáîì íàõîäèì ÌÖÂ. Îí ðàñïî-
ëîæåí íà îäíîé âåðòèêàëè ñ òî÷êîé 
À.  Íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî âûñîòà 

ÌÖÂ íàä ïîëîì ðàâíà Í = h/sin
2
φ.

Ïîýòîìó

20 0
sin .

v v

H h
ω ϕ= =

 

Âîò òàêàÿ ôèçèêà…

– Êàêèå âèäû ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ âàì èçâåñòíû?
– Æåëåçíîäîðîæíîå, àâòîäîðîæíîå è òðîïèíî÷íîå.

* * *
– Êàê äâèæåòñÿ òåëî, êîãäà åãî óñêîðåíèå ðàâíî íóëþ?
– Ïîòèõîíüêó…


